
fnf.J. Heal Mnsf T~wj%r. Vol. 32,tA?.3,pp.40%414, 1989 
Printed in Great Britain 

Une mbthode numbrique non itbrative pour la 
determination du regime de fonction~ement 

pkriodique des t+g&Grateurs 
R. SCARICABAROZZI 

Consejo National de Investiga~ones Cientificas y T&&as, Dpto. de Fisk, INTI, 
P. T. Miguelete CC., 157 I650 San Martin, Buenos Aires, Argentina 

(Rqu le 10 f&wier 1988) 

R&&n&-Le r&me de fo~ctionnement pkiodique d’un kchangeur altematif de chaleur (r~g~n~mteur) est 
obtenu en utilisant une mkthode matricielle tirke de la formulation du probEme en diffkences finies. 

1. INTRODUCTION 

Las BCHANGEURS alternatifs de chaleur (regenerateurs) 
sont moins utilises que les recuperateurs, mais ils ont 
quand mime de larges applications: siderurgie 
(cowpers, prechauffage des fours Siemens-Martin), 
p&chauffeurs d’air dans les turbines a gaz, air con- 
ditionne, souffleries, reacteurs chimiques, industrie 
frigorique, ~cum~ation d’energie solaire, etc. 

Sa modelisation mathematique et son calcul ont 
genere une importante litterature. En effet, l’im- 
possibilite d’arriver a un regime stationnaire dans le 
temps et ~~liminer cette variable, ~omplique la &he. 
Les chemins suivis pour trouver la solution sont les 
suivants : 

(a) Formules globales approchees [ 1,3] suffisantes 
pour des avant-projets. Elles ne donnent pas de 
renseignements sur la distribution des temperatures 
dans l’espace ou le temps. 

(b) Solutions analytiques des equations differ- 
entielles [4, 5f. Elles acceptent des conditions initiales 
et de contour assez larges, mais ne permettent pas 
d’etudier le fonctionnement continu de l’echangeur. 

(c) La solution de ce dernier probleme exige de 
trouver les dis~butions de tem~rature que le 
fonctionnement periodique impose. C’est la le coeur 
des problemes theoriques du rcigenerateur. Nous tach- 
erons de le resoudre a partir d’une formulation 
num~rique qui kite des it&rations. 

2. FORMU~TION DES EQUATIONS 

Le fonctionnement d’un regenerateur est schema- 
tise par la Fig. 1. Une masse solide (tubes ou “pebble 
bed”) est parcourue alternativement par deux fluides 
B differentes temperatures, ce qui permet le transfert 
de chaleur d’un fluide a l’autre apres accumulation 
dans le solide. 

La faGon la plus commune de formuler les tqua- 

tions de conservation de la chaleur en forme adi- 
mensionnelle est la suivante : 

dans Ie fluide 

aFqx, t) 
~ = 7-(x, t) - Fyx, t) ax (1) 

dans le solide 

aw& 2) -=P(x,t)-T(x,t) at 

06 

x=x/x; t=t/z (3) 

(5) 

avec les d~~nitions appropriees de x et de z, ces Cqua- 
tions peuvent Ctre adaptees aux tubes ou aux “pebble 
beds”. 

Les hypotheses suivantes sont impliqukes : 

(a) La conductivite du solide est infinie dans la 
direction perpendiculaire a Xet nulle dans la direction 
parallele. 

(b) Le seul mkanisme de transfer? thermique entre 
le fluide et le solide est la convection (le rayonnement 
est neglige). 

(c) Les paramttres du fluide et du solide ne depen- 
dent pas de la temperature. 

(d) La densite du fluide est negligeable vis-a-vis de 
celle du solide. 

La validite de ces hypotheses doit &re analys&e dans 
chaque situation. 

En utilisant les transform&es de Laplace, on a 
trouve [5, 61 des solutions de (1) et (2) pour une 
temperature initiale arbitraire dans le solide et le fluide 
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NOMENCLATURE 

;: 
coefficient fonction de AX et At X longueur caracteristiques [ml. 
coefficient fonction de Ax et At 

c coefficient fonction de Ax et At 
C chaleur massique du solide Symbols grecs 

Co chaleur massique du fluide coefficient fonction de Ax et At 

dir diamttre des billes ; coefficient fonction de Ax et At 
G debit E porosite 
h coefficient de convection %Wl influence de la temperature d’entree du 

1, fonction de Bessel modifiee d’ordre 1 fluide a l’instant m sur la temperature 
L longueur du regenerateur [m] de sortie du fluide a l’instant n 

m, coefficient fonction de Ax et At tl*-p influence de la temperature initiale du 

m2 coefficient fonction de Ax et At point p du solide sur la temperature 
n nombre de pas dans l’espace finale du point i du solide 

S” surface specifique [m-‘1 Ak, influence de la temperature initiale du 

& 
temperature du solide point j du solide sur la temperature de 
temperature du fluide sortie du fluide a l’instant k 

Tll temperature initiale du solide bh influence de la temperature d’entrte du 

Tf temperature d’entree du fluide fluide a l’instant h sur la temperature 
t temps [s] d’entree i du solide 
t temps [adimensionnel] P masse volumique du solide 

At pas de calcul dans le temps z temps caracteristique [s]. 

[adimensionnel] 
X distance [m] 
X distance [adimensionnel] Indice 
Ax pas de calcul dans l’espace indique le refroidissement et son absence 

[adimensionnel] le chauffage. 

T(x, t) = F(x) e-‘+e-(‘+“’ 

x [e’JQd,/(&) 1, (JMx- 4)) du (6) 

avec 

F(x) = T(x, 0). 

3. CONDITION DE PERIODICITE 

La distribution de temperature dans le solide a la fin 
d’une demi-p&ode de refroidissement doit coincider 
avec celle initiale de la demi-periode de chauffage : 

T(x, tF) = T’(x,O); T(x,O) = T’(x, tF) (7) 

et en cas de flux a contre-courant 

T(x,t,) = T’(L-x,0); T(x,O) = T’(L-x,?,). 

(8) 

La distribution qui verifie ces conditions peut etre 
obtenue par deux voies. 

(a) Cherchant les solutions pour une distribution 
initiale inconnue et imposant les conditions (7) et (8), 
il apparait une equation integrale due a la forme de 
la solution analytique (6). Nusselt [I] a trouve une 
solution pour des den+p&odes et des debits Bgaux. 
En outre, les travaux [7,8] suivent de fapon numerique 
cette voie qui part de la solution analytique. 

(b) Discretisant (1) et (2) et utilisant la methode 

des differences finies, on peut simuler le fonction- 
nement du regenerateur et trouver la distribution per- 
iodique appelte “reversible” comme limite [9, IO]. 

(c) Une solution analytique a Cte trouvee par Spiga 
et Spiga [5] seulement pour le cas de flux paralleles, 
ce qui limite son inter&t. 

Nous suivons une voie differente. A partir de l’ex- 

pression en differences finies, on obtient une 
expression matricielle qui donne les distributions 
initiales dans l’espace et le temps. Ces matrices per- 
mettent de poser facilement la condition de rever- 
sibilite. 

4. FORMULATION MATRICIELLE 

4.1. TemptratureJinale du solide 
On cherche a exprimer la temperature dans le solide 

a la fin du cycle comme : 

T = qT,+pTS’ (9) 

q matrice carrte, p matrice rectangulaire, T, T,, c 
vecteurs. 

L’expression de (1) et (2) en differences finies avec 

une erreur O(At, Ax) est : 

T:t = aT,, + bTJ’ ,,, (10) 
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fluide 
chaud 

;r;iy 

. - 

lit de billes regenerateur 

FIG. 1. Fonctionnement d’un rkgtrateur, distribution des tempkratures. 

T, = At/(l+At)E+l/(l+At)T,_, 

avec 

Ax 1 
a=m; b=- 

l+Ax 

substituant (10) en (11) 

Tj = U~,+~T~_, 

avec 

substituant encore une fois (13) en (10) 

c = cc ,j+abT,,_I 

avec 

c = aafb 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

remplacant jusqu’au moment od les termes E avec 
i > 0 disparaissent 

i-I 

TV = ac’-‘~j+abcl 1 Tpj_ Ic’-p+~Tu_l (17) 
p=l 

qui peut s’ecrire matriciellement 

To, = f+MTcj- I) (18) 

od l’indice (j) exprime la ligne (Fig. 2). Les elements 
de la matrice M sont : 

mpi = (m, +m26ip)ci-P-’ (19) 

avec 

m, = @a; m2 = /?(c--era) (20) 

6, delta de Kronecker, les elements du vecteur f 

f, = ad-‘T& 

a partir de (17) 

TCj,=T= iM’T, 
k=l 

on arrive enfin (voir Appendice) a 

(21) 

(22) 

(23) 

t-h 

pih = c-‘-h k (t;h)(t:;!$ 
(24) 

La Fig. 2 montre le sens physique des Sments des 
matrices: qi_-p indique l’influence de la temperature 
dentree du fluide a l’instant p, dans la temperature 
finale du solide au point i. pLik reprtsente l’influence au 
m&me point de la temperature initiale du solide dans 
le temps k. On peut comprendre pourquoi q est un 
vecteur ; il depend seulement de la distance i-p et non 
de l’origine des coordonnees. Si i-p c 0, qi_p = 0, 
c’est-a-dire que le point plus avand n’a pas #influence 
sur l’arritre. 

4.2. Temphature de sortie dufluide 

La distribution temporelle de la temperature de 
sortie du fluide est une donnee d’importance tech- 
nologique ; elle peut etre exprimee facilement dune 
fa9on matricielle : 

T= = E~+AT, (25) 

effectivement on voit que les equations (1) et (2) ne 
varient pas si on opere les remplacements 



412 R. SCARICABAROZZI 

h 

0 1 x 
i 

P t 

s 

FIG. 2. Signification des matrices. 

t-+x, T+TG 

X-Y, T” + T. 

Alors E peut etre obtenue a partir de 9 en remplaCant 
Ax par At. La meme relation existe entre 1 et p. Aussi 
le caractere vectoriel de E a une explication physique : 
I’influence du temps p dans la temperature a I’instant 
j depend seulement de j-I, et non de l’origine du 
temps. 

4.3. VhiJication 
Si on chauffe un lit qui a une certaine temperature 

initiale uniforme, avec un fluide qui a la m&me tem- 
perature, la distribution spatiale ne change pas. La 
meme chose se verifiera avec la temperature de sortie 

du gaz. 
Exprimant cette situation dans les equations (8) et 

(24) on aura : 

~/s-/LZ = z (26) 

EZS-iz = I (27) 

od Z est le vecteur unite; (26) et (27) donnent une 
relation utile pour verifier si un programme de calcul 
qui utilise cette methode ne contient pas des erreurs. 

5. CONDITION MATRICIELLE DE PERIODICITE 

Les conditions (7) ou (8) donnent : 

T,= T;; T;= TO. (28) 

L’apostrophe indique le refroidissement et son 
absence le chauffage. Done : 

T; = q’T’,+p’Tf = q’r/To+ifpT:+p’T:’ = T, 

(29) 

(q’q-Z)T, = -(q’pT:+p’~‘). (30) 

Le probleme se reduit a la resolution d’un systeme 
lintaire. 

Dans le cas de systemes a contre-courant, tous les 
vecteurs et matrices doivent se referer a la m&me ori- 
gine. 

En outre, il faut remarquer que T, et Tb doivent 
avoir la meme dimension et done : 

L = nAx’X’ = nA.rX. (31) 

C’est-a-dire que seul un pas de calcul dans l’espace 
peut etre choisi arbitrairement. 

6. STABILITE ET ERREUR 

I1 faut se poser le probleme de la stabilite de la 
discretisation. 

Le systeme (1) et (2) est hyperbolique, comme on 
peut le voir si on I’ecrit comme : 

la vitesse de propagation des ondes est L’ = l/2, alors 
si on I’utilise comme critere de stabilite [I l] 

on aura 

On observe que pour AX = At = O,l, la difference 
avec une solution analytique est de l’ordre de 0,3%. 

7. RESU LTATS 

On a compare les resultats de la methode avec des 
mesures faites par Hals et Keefe [12] dans un ech- 
angeur “pebble bed”. Les caracteristiques de ce dis- 
positif sont resumes a la Table 1. Les formules suiv- 
antes ont Cte retenues pour les calculs de X et z [13] 

Table 1 

Pdramttre Symbole Valeur 

Chaleur du fluide 
Chaleur massique du fluide 
Diametre des billes 
Masse volumique du solide 
Pression estimt‘e 

CG 1111,l J kg-’ K ’ 
C IS10 J kg-’ K~ ’ 
(r, 0.0127 m 
p 3650 kg m-l 

P 4,5 x 10”Pa 
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OS 0.30 0.60 

FIG. 3. Distribution des temperatures dans le solide; vbri- 
fication des formules (23) et (24). Les points experimentaux 
correspondent aux mesures de Hals et Keefe [12] : 0,600 s; 

0, 1800 s; & 3000 s; X= 0,02865 m; r = 165,37 s. 

E = 0,222( 10004 [cm]) 0,252 (35) 

hmoddr, = 1,85 x 10e6 [J SC’ mw3 K-‘1 (36) 

s, = W-4 
‘ da 

+. 
” 

(37) 

Les Figs. 3 et 4 cornparent les mesures de la tem- 
pCrature du lit, avec les valeurs calculkes par (9). La 
concordance n’est pas mauvaise. 

Dans la Fig. 5 est montrke une distribution tem- 

t 

0 0.30 0.60 x (ml 
. 

FIG. 4. Distribution des temperatures dam le solide; v&i- 
fication des formules (23) et (24). Les points experimentaux 
correspondent aux mesures de Hals et Keefe [12] : 0, 1200 

s;.,24OOs. 

x(mt 

FIG. 5. Fonctionnement “reversible” du regenerateur, lon- 
gueur = 7,2 m, X = 0,2 m, x’ = 0,3 m, t = 18, t’ = 22. 

b u 
ce I-? 
I I 

“h 2 

0.8 I I I I * 

0 5 10 15 20 t 

FIG. 6. Distribution temporelle de la temperature de sortie 
du fluide. Ax =O,l, At =0,2, T(x,O) =2-x; longueur 

adimensionnelle = 1. 

porelle de tempkrature de sortie, tirie de l’expression 
(25), et dans la Fig. 6 une distribution spatiale per- 
iodique obtenue avec (30). 

8. CONCLUSIONS 

On a trouve une methode matricielle pour le calcul 
de la distribution pkriodique des temperatures des 
regenerateurs qui, en meme temps, conserve beaucoup 
de la souplesse des methodes de simulation (tem- 
perature arbitraire a l’entree) et Cvite les iterations. Le 
nombre des equations lineaires a resoudre est moitie 
de celui des methodes qui partent des equations inte- 
grales. 

De plus la methode matricielle est approprike quand 
on doit ttudier un regenerateur qui est incorpore, 
comme c’est souvent le cas, a un circuit thermique 
ferme. 
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APPENDICE 

Ecrivons (18) comme : 
T= V+W 

V = M’TO = VT,, 

ecrivons (19) comme : 

m k,, = m*(k,p)c”-Pm ’ 

de (A3), (A4) et (19), on deduit : 

V= i ‘2 . ..$ fim*(ll,ll-I)ci 
I,_,=0 ,,+j=o p-0 I=p 

et de (A3) et (AS) 

(AlI 

WJ 

(A3) 

(A4) 

‘To/> (A5) 

‘,-I A., k=P 
On verifie que 

i>l,>p 

et (6A) peut etre ecrit comme : 

qrp = Cn(k)m’,-‘(m, +m,)“i’ p ‘. 

l.4hi 

i,47! 

(Ax) 

I1 faut calculer n(k) ; k est le nombre de paires d’indices 
consecutifs tgaux qui apparaissent dans le produit de (A6). 
Ces panes peuvent Ctre disposees en 

modes differents. Chaque paire oblige a fixer un indice, les 
autres t-k restant libres pour prendre les i-p valeurs que 
permet (A7) done 

enfin: 

(A9) 

1 dependant de i-p, peut etre reduit a un vecteur 
En plus 

U’= i MC-h f = c( i M’-“c’-~T$,, I pT; (All) 
i,= I I= I 

done 

Si i-p < t-h - 1, la factorielle est nulle et 

A NON-ITERATIVE NUMERICAL METHOD FOR THE DETERMINATION OF THE 
PERIODICAL REGIME OF REGENERATORS 

Abstract-The periodic regime of a regenerator is found using a matrix method obtained from a finite 
difference formulation. This approach avoids simulation processes or iterative calculations. 

EINE NICHT-ITERATIVE NUMERISCHE METHODE FtiR DIE BESTIMMUNG DER 
PERIODISCHEN BETRIEBSBEDINGUNGEN VON REGENERATOREN 

Zusammenfassung-Die periodischen Betriebsbedingungen eines Regenerators werden unter Benutzung 
einer Matrix-Methode, die auf einem Differenzen-Verfahren beruht, ermittelt. Durch diese Annaherung 

werden Simulationen oder iterative Berechnungen vermieden. 

HECTAIQiOHAPHbI~ ‘IHCJIEHHbIR METOfl OI-IPE&ZEHEl~ I-IEPHO,I&+IECKOFO 
PEXKMMA PEI-EHEPATOPOB 

AtOlOTannn--MarpmmbIM MeTOLIOM, OCHOBaHHbIM Ha KOH@IHO-pa3HOCTHblX @Ophfj'JIE&W3IUX, OIlHGUi 

ne.psio,rui~ecrorii peacn~ pereeeparopa. B npe.rrnaraehsoh4 hierone ne mno~1b3yro~cK w.xemioe MoLIeJm- 

posamie mui nrepanrionnhle pacnerbr. 


